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基于三次样条函数算法的逆阿贝尔变换
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摘要:等离子体有关参数的径向分布, 在等离子体研究中十分有意义的。只要等离子体具有轴对称和光

性薄的性质, 那么利用 Abel逆变换便可以从所测量得到的某种物理量, 沿测量方向的积分求出径向分

布值。激光等离子体实验中的轴对称的 X 光体发射强度分布及通过多通道方法可测量电子密度和温度

分布,需要采用逆阿贝尔( Abel)变换。本文采用三次样条函数近似方法计算逆 Abel变换, 并对两种有代

表性的分布进行了计算,数值模拟结果表明: 此方法反演的精度高, 计算也比较简便,程序实现很容易。
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1　引　　言

　　对等离子体辐射的 X 射线强度进行空间分

辨的研究,可以给出有关靶加热过程发生的重要

数据。获得等离子体 X射线图像最简单的探测器

是 X 光针孔相机( PHC) , 针孔相机由三个部分组

成:针孔、滤膜和记录元件。针孔是在对X 光不透

明的屏上开一个小孔; 滤膜为对可见光不透明而

对 X光有一定吸收的材料薄膜; 记录元件通常为

X光胶片,也可用其它的二维探测器,如微通道探

测器和 X光 CCD等。针孔相机探测到的 X光是

沿观测方位的等离子体源辐射的 X 光的总和, 即

线积分,而获得有关等离子体源内任一点的 X 光

分布则是更有意义的。对于一般分布的 X 光, 通

过单个探测器即针孔相机的图像原则上不可能反

演出X 光的分布。只要等离子体具有圆形截面和

光性薄的性质, 那么通过单个探测器的图像利用

逆 Abel变换便可以从所测量的物理量,沿测量方

向的积分值求出径向分布值 [ 1- 3]。

此外, 两种以上不同的滤膜在记录介质上记

录不同波段的 X 光(即多通道方法)的空间分布,

可以间接确定等离子体的电子密度和温度分布。

由于X光强度是X 光波长。电子密度和温度的函

数,所以通过记录两种以上波段的X 光由逆 Abel

变换得到对应的径向分布, 求两个不同波段的 X

光分布的方程,可确定电子密度和温度[ 4]。

本文不对 X 光实验情况作分析,主要对应用

于等离子体物理参量测量的 Abel变换进行数值

模拟与分析。采用三次样条函数对逆 Abel变换进

行数值计算,对三次样条函数应用于逆Abel变换

作了仔细的推导, 给出实例进行计算,并对计算结

果作简要的分析。

2　Abel变换及其逆变换

　　沿轴对称物体分布的线积分而得到的投影称

为 Abel变换,反之,由投影求解轴对称物体分布

的过程称之为逆 Abel变换。设 �( r) 为轴对称的
源分布函数, I ( x ) 为沿 y 方向测量得到的投影为

(见图 1)

Fig. 1　Geometr y o f coo rdinate

I ( x ) =∫
∞

- ∞
�( r) dy ( 1)

在这个积分中, x
2 + y

2 = r
2 , y 2

0 = R
2 - x

2。当半

径大于 R 时 �( r ) 可忽略不计, 并利用对称性的性

质,可得
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I ( x ) = 2∫
R

x

�( r ) rdr
( r 2 - x

2) 1/ 2 ( 2)

( 2)式便是著名的 Abel积分方程。也称为Abel变

换, I ( x ) 可由诊断设备测量而得, 它是 �( r) 的求
解为A bel逆变换:

�( r ) = -
1
�∫

R

r

( dI / dx ) dx
( x

2
- r

2
)
1/ 2 ( 3)

实际上, 由于( 5)式积分中的积分下限存在奇点,

并且投影的微分 dI / dx 将导致数据的噪声进一

步恶化,因此,由测量的投影 I ( x ) 直接应用( 5)式

求逆Abel变换是很困难的。为了求解方程( 3) , 人

们避开奇点和投影的微分问题,采用了一些数值

方法。如Barr 采用分段多项式近似求逆 Abel变

换,而 Bockasten通过拟合三阶多项式求逆变换,

但是这两种方法的精度都不高。我们采用三次样

条函数近似算法数值求解逆阿贝尔变换,具体过

程就是, 在每一探测值之间即每一子区间 x j ,

x j + 1] , 先将 I ( x ) 由三次样条函数多项式代替, 然

后对每一子区间的多项式由( 3)式求逆 Abel 变

换,由于多项式的逆 Abel变换是很简单的, 可以

解析求出,于是由多个子区间三次样条函数的多

项式的逆Abel变换迭加即获得逆 Abel变换。

为了处理不同形状的曲线, 将所获得的数据

I ( x ) 分成多个子区间, 这些子区间覆盖整个 X 轴

的正向区间, 在每个子区间, I ( x ) 用三次多项式

表示, 多个子区间的多项式的组合即可获得整个

区间的 I ( x ) 的表示。对于每个子区间, I ( x ) 的三

次多项式可写成

I j ( x ) = A j + B j x + C j x
2 + D j x

3 ( 4)

相应的导数为

d[ I j ( x ) ] / dx = B j + 2C j x + 3D j x
2 ( 5)

将( 5)式代入各子区间的逆 Abel变换式( 3)式, 于

是可得

�( r ) = 　　　　

-
1
�∑j

[ B j ln
x j+ 1 + s j+ 1

x j + s j
+ 2C j ( sj + 1 - s j ) +

3
2
D j ( x j + 1s j+ 1 - x j s j + r

2ln
x j + 1 + sj + 1

x j + sj
) ] ( 6)

其中 j = 0, 1, 2,⋯, N , s j = x
2
j - r

2。( 6) 中的 j

取值要求 x j > r。

在子区间 x j , x j + 1] 上的( 4) 式的三次多项式

由三次样条函数近似方法求出, 具体形式为:

I ( x ) = M j

( x j + 1 - x ) 3

6h j
+ M j + 1

( x - x j ) 3

6hj
+

　　( I j - M jh
2
j / 6)

x j + 1 - x

hj
+

( I j + 1 - M j + 1h
2
j / 6)

x - x j

hj
( 7)

其中 hj = x j + 1 - x j , M j 为结点 x j 处 I ( x ) 的二阶

导数。由于 I ( x ) 在各子区间 x j , x j + 1] 一阶导数是

连续的,即在各结点的左右两子区间上的 I ( x ) 虽

然不同, 但在连接点处一阶导数存在, 即 I ( x ) 应

满足如下条件

I′( x j - 0) = I′( x j + 0) ( 8)

　　由于 I ( x ) 有N - 1个结点,于是由( 8) 式可

得到N - 1个线性代数方程, 但未知量M j 有N +

1个, 故还需要另外附加两个条件才能唯一确定

N + 1个 M 值。这两个条件可根据实际的物理意

义所给出的边界条件得到。由于所考虑的等离子

体是轴对称的, 那么在 x = 0处, I ( x ) 的一阶导数

为零。在等离子体的外边界 r = R 处, X 光强度为

零,那么 I ( x ) 的一阶导数也应为零。于是又得到

两个方程

I′( 0) = I′( R) = 0 ( 9)

　　这样,由 N + 1个线性方程组可求出 N + 1

个未知量 M。又由( 4) 式和( 7) 式相等, 可得到关

系式

A j = [M j x
3
j+ 1 - M j + 1x

3
j ] / ( 6h j ) +

( I′j - M j h
2
j / 6) x j+ 1 / hj - ( I j + 1 - M j + 1h

2
j / 6) x j / hj

( 10)

B j = [M j+ 1x
2
j - M j x

2
j + 1] / ( 2h j ) -

( I′j - M j h
2
j / 6) / hj + ( I′j + 1 - M j + 1h

2
j / 6) / h j

( 11)

C j = [M j x j + 1 - M j + 1x j ] / ( 2h j ) ( 12)

D j = [M j + 1 - M j ] / ( 6h j ) ( 13)

　　以上就是用三次样条函数算法计算逆 Abel

变换全部推导过程。计算程序实现过程是,先由各

结点的值 I j 计算出 N + 1个结点处的二阶导数
M ,然后由( 10) - ( 13) 计算出三阶多项式的系数

A、B、C和D , 代入( 6) 式,即可求出径向分布�( r )
值。

我们采用 FORT RAN 语言对以上的算法编

制了程序 SPLINE3。在该程序中,调用了文献[ 5]

的三次样条函数 SPLINE 子程序和高斯—勒让

德数值积分法的 GASLEG 子程序。

3　数值计算结果及分析

　　我们选择两种有代表性的分布用变换法进行

计算,一种为高斯型分布

�( r) = exp( - 9r 2 ) ( 14)
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另一种为双峰型分布

�( r) =

0. 75 + 12r 2 - 32r 3 0 ≤ r ≤ 0. 25

16/ 27( 1 + 6r - 15r2 + 8r 3) 0. 25≤ r ≤ 1

0 r > 1

( 15)

　　不失一般性, 取等离子体的外边界为 R = 1,

因为可以用实际的外边界对测量空间范围进行归

一化。取样点数为 N + 1 = 21。计算时, 由( 1) 或

( 2) 式对两种分布[ ( 14) 和( 15) 式] 用数值积分

方法或解析积分方法而产生投影 I ( x ) , 然后由

( 6) 式计算出分布轴对称分布 �( r) , 计算结果分
别见图 2和图 3。图中曲线表示由( 14) 和( 15) 式

直接计算的 �( r ) , 小圆表示由投影 I ( x ) 通过( 6)

式计算的结果 �1( r )。由图可以看出, 小圆全部度

在曲线上,可见计算结果与原分布相当一致。

Fig . 2　Unfo lding for gaussian dist ribution from Eq. ( 6)

Fig . 3　Unfo lding for double peak distr ibution from Eq.

( 6)

　　计算精度由标准差 �来衡量,其表达式为

�= ∑
N

j = 0
[ �1( r j ) - �( r j ) ]

2
/ ( N + 1)

1/ 2

= ∑
N

j = 0
[ ��( r j ) ] 2/ ( N + 1)

1/ 2

( 16)

　　上式中�1 ( r ) 表示计算的结果, N 为取样点的

个数。�越小, 计算误差就越小,当 � = 0时, �1( r )
= �( r) ,即可以精确反演得到原分布。但实际上是

不可能的, 总存在一定的计算误差, 大小不同而

己。对高斯分布 ( 14) 式, 计算得到 � = 1. 0 ×

10- 4, 对双峰分布( 15) 式, 计算得到 � = 3. 9 ×

10- 3。

为了对比, 我们采用 Barr 的方法对逆 Abel

变换进行计算。Barr 的方法大致如下
[ 2]。

将 X 轴以及等离子体截面半径 R 分为若干

等分 �, x n = n� , x k = k�, R = N �。n和 k 为0到

N 之间的整数。在每一子区间内, I ( x ) 可以近似

表示为

I n( x ) = an + bnx
2 ( 17)

方程( 3)式便有如下形式

�k = 1
��∑

N

n= k- 2

�knI n　k > 2,

�k = 1
��∑

N

n = k

�knI n　k ≤ 2 ( 18)

文献[ 2]给出了 N 为 20的一组系数 �kn。

Fig . 4　Unfo lding for gaussian dist ribution from

Eq. ( 18)

　　采用 Barr 的方法对( 14)和( 15)式的计算结

果分别见图 4和图 5。对( 14)式的计算结果比

( 15)式的结果更好。对双峰分布( 15)式,计算得到

� = 1. 0× 10
- 2
。对高斯分布( 14)式,计算得到 �

= 1. 39× 10- 2。比较图( 2) 和图( 4) 可看出,用三

次样条函数算法的结果比 Barr 方法的计算精度

高。同样,比较图( 3)和图( 5) ,也是用三次样条函

数算法的结果比 Barr 方法的计算精度更高。用三

次样条函数算法的标准差都小于由 Bar r 的方法

对相同的分布的标准差, 可见三次样条函数算法

的精度确实要高。而且样条函数法的取样点可以

不是等间距的, 而 Barr 的方法则要求是等间距

的;文献[ 2]仅给出 20个取样点的计算系数,对更

多的取样点则无能为力, 而样条函数法原则上对

取样点的个数多少并无限制。另外,样条函数法算

法的程序很容易实现。
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Fig . 5　Unfo lding for double peak distr ibution fr om

Eq. ( 18)

4　结论和讨论

　　本文采用三次样条函数方法对轴对称的投影

进行反演即逆 Abel 变换。此方法的特点是精度

高,计算也比较简便,程序实现很容易。而且取样

点个数的多少没有限制, 对取样点的间距可以不

同,不需要等间距。因此 Abel变换对于轴对称分

布的重建即逆 Abel变换来说是一种实用有效的

数值计算方法。
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Inverted Abel transform based on cubic spline functions

JIANG Shao-en, LIU Zhong-li, T ANG Dao-yuan, ZHENG Zhi-jian

( H igh Temperature and H igh Density P lasma Phy sics L aboratory , I nstitute of N uclear

Phy sics and Chemist ry , Chinese A cademy of Engineering Phy sics, M ianyang 621900, China)

Abstract: The radial dist ribut ions o f plasma parameters are v ery impo rtant in plasma physics. If the

plasma dist ribut ion is axial symmetrical and optically thin, the radial dist ribut ion of some physical

parameters are obtainded by using Abel inversion from measured integ ral value along r adial direct ion.

The inverted Abel t ransfo rm is necessarily used to compute the X-ray emission radial dist ribut ion and

measure the elect ronic temper ature and density through mult ichannel method in laser -produced plasma

expeirments. Using the cubic spline funct ion method, the inverted Abel t ransform is numerical ly

calculated from tw o typical dist ribut ion that are gaussian and of f-ax ial dist ribut ion. T he simulated

results show that this alg orithm is high accurate, convenient to compute and easy to prog ram.

Key words : Abel transform ; cubic spline funct ion; X-ray
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